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セルペトリネットの形式化

1 はじめに

ドイツの C.A.Petri博士によって提唱されたペトリネットは，グラフィック視覚ツール，シミュレータツー

ル，数学的方法論の３つの機能を併せ持っている。そのため，並行的，非同期的，分散的，非決定的，確率的

な動作をする一般的な情報・制御システムの，記述，設計，解析，検証に大変有用である。ペトリネットは，

Place，Transitionという二種類の Nodeをもつ二部有向グラフである。Placeは円で表される Nodeで条件

を表し，Transitionは棒または箱で表される Nodeで事象を表す。そして，これらを結ぶアークは条件，事象

の間の関係を表す。これらの Place，Transition，Arcによりシステムの構造を表現することができる。また，

各円の中に書き入れた小丸である Tokenにより，システムの動作状態を表す。Tokenがあるデータを保持で

きるとき，これをカラーペトリネットという。

セルペトリネットとは，どのような場合にも Placeと Transitionの組み合わせによって，様々な処理がで

きるようにするための最小単位を Cellと考えたものである。最小単位の一つの Cell内で Placeと Transition

が一つずつ，それらを Cell 内で接続する Place から Transitionへの Arc，さらに Cell 同士をつなぐための

Transition から Place への Arc を合わせて Cell と呼ぶ。本稿ではこの Cell Petri Net について形式化して

いく。

2 セルペトリネット形式化の方法

Petri Net については，すでに Mizar article「Basic Petri Net Concepts」において，シンプルな定義や

定理の形式化がなされている。本稿では，これらを基本に，Pauline N.KAWAMOTO AND YATSUKA

NAKAMURA[1]により，Mizarの手法を用いてセルペトリネットの形式化を進めていく。

3 セルペトリネットの形式化

3.1 definition 1. PTN「構造」の定義

The quadruple PTO = (P, T, I, O) is said to be a place/transition net(P/Tnet)when P,T are non-

empty sets, P ∩ T = ∅, I ⊆ P × T and O ⊆ T × P

ただし，

P:Place, T:Transition, I:InputPlace, O:OutputPlace

P = { p1, p2, . . . , pm }
T = { t1, t2, . . . , tn }
definition 1.については，すでに「Basic Petri Net Concepts」において次のように定義されている。

:: Place/Transition Net Structure

definition

struct PT net Str

(# Places, Transitions -> non empty set,

S-T Arcs -> non empty Relation of the Places, the Transitions,
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p1p1 p2t1

P={p1,p2}

T={t1}

O={[t1,p2]}

I={[p1,t1]}

OI

図 1 P/T net PTO={P,T,I,O}

T-S Arcs -> non empty Relation of the Transitions, the Places #);

end;

従って，「PT net Str」は既にいつでも利用可能である。そこで，definition 1には，次の１行を記述する。

:: definition 1

reserve PTN for PT net Str;

3.2 definition 2. 「thin cylinder」の定義

Let A,B be sets. We call a set D a thin cylinder in AB when there exists a subsets B0 of B and a

mapping η0 from B0 into A such that B0 is finite and D = {η : η ∈ AB and(∀z)(z ∈ B0 ⇒ η(z) = η0(z))}.
We refer to the set of all thin cylinders in AB as C(A,B) = {D : D is a thin cylinder in AB}.
ここでは，まず，集合 Aと Bの thin cylinderを modeとして定義する。

:: definition 2 1

::Thin cylinder mode::

reserve y for Function;

reserve z for set;

definition

let A, B be non empty set;

mode thin cylinder of A,B -> set means
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A BB
mapping yo

Bo

図 2 thin cylinder D={y:y is a mapping B->A and (for all z)(z in Bo implies y.z=yo.z)}

y in it iff ex Bo being Subset of B,

yo being Function of Bo,A st

y in Funcs(B,A) &

for z

holds z in Bo implies y.z = yo.z;

correctness;

::> *4

end;

次に， thin cylinder が集合として定義されたので，集合 A と B のすべての thin cylinder を表す

thin cylindersを定義する。

:: definition 2 2

::Function to generate all thin cylinders in A,B::

reserve D for set;

definition

let A, B be non empty set;

func thin cylinders(A,B) -> set means

D in it iff ex d being thin cylinder of A,B st d = D;

correctness;

::> *4,4

end;

以上が thin cylinderの定義である。

3.3 definition 3. 「loc」の定義

Let A,B be sets and D be a thin cylinder in AB . We put loc(D) = B0(D).

thin cylinderの locusを得るための定義をする。
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:: definition 3

::Function to obtain locus of thin cylinder::

definition

let A, B be non empty set;

let D be thin cylinder of A,B;

func loc(D) -> set means

for y being Function holds y in D implies

ex Bo being Subset of B,

yo being Function of Bo,A st

for z

holds z in Bo implies y.z = yo.z

& it = Bo;

correctness;

::> *4,4

end;

3.4 definition 4. 「colored Petri net」の定義

A triplet CPN = (PTN,CS, ρ) is called a colored Petri net when PTN is a P/T net, CS is a

non-empty set, and t∗ 6= ∅ ⇒ ρ(t, ·) is a mapping C(CS,∗t) → C(CS, t∗).

CSCS CS
*t t*

C(CS,*t) C(CS,t*)

図 3 all thin cylinders(CS,*t),(CS,t*)

図３において，CSは Color Set，*tは Placeから Transitionへの Arcを有するすべての Placeの集合，t*

は Transition から Place への Arc が指すすべての Place の集合，ρ は発火条件である。そうすると，ρ は，

thin cylinder C(CS,*t) から C(CS,t*) への写像となり，colored Petri net CPN=(PTN,CS,ρ) で表すこと

ができる。

3.5 definition 5. 「color count」の定義

Let CPN be a colored Petri net. A mapping ε from CS into Nat is said to be a color count of CPN .

Here, Nat = {0, 1, ...}. We put E = {ε : ε is a color count}.
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CS(Color Set)から NAT={0,1,2,...}への写像 εが，color countである。また，color count全体の集合を

Eとする。

3.6 definition 6. 「colored state」の定義

Let CPN be a colored Petri net. A mapping m from P into E is said to be a colored state of CPN .

We put M = {m : m is a colored state of CPN}, whitch is the set of all colored states of CPN .

p1p1 p2t1

OI

yellow blue
red

CS={red,yellow,blue}
m(p1)=(0,1,0)
m(p2)=(1,0,1)

図 4 colored state

PlaceからEへの写像mがCPNの colored stateである。従って，図４の例のように，CS={red,yelloow,blue}
とおけば，m(p1)=(0,1,0)のように表すことができる。

3.7 definition 7. 「outbound transition」の定義

Let CPN be a colored Petri net. An element tθ of T is called an outbound transition

of CPN if t∗θ = empty. We will refer to the outbound transitions of CPN colectively as

Tθ = {t : t is an outbound trasition}.
tθ が Transitionの要素であり，t∗θ = empty のとき，tθ は outbound transition(図５)と呼ばれている。こ

のとき，outbound transition全体の集合を Tθ とする。

3.8 definition 8. 「connecting mapping」の定義

Let CPN1, CPN2 be colored Petri nets. Assum P1 ∩ P2 = ∅, T1 ∩ T2 = ∅. The pair(O12, O21)

is called a connecting mapping for CPN1, CPN2 if O12 ⊆ Tθ1 × P2 and O21 ⊆ Tθ2 × P1. When we
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p1p1 t1

t1*=empty

CPN

図 5 an outbound transition

refer to the place elements linked by O12 to an outbound transition tθ1 ∈ Tθ1, we use the notation

l(tθ1) = {p : p ∈ P2 and (∃f)(f ∈ O12 and f = [tθ1, p])}. Similarly, for the set of places linked by O21 to

an outbound transition tθ2 ∈ Tθ2, we use l(tθ2) = {p : p ∈ P1 and (∃f)(f ∈ O21 and f = [tθ2, p])}.　

t1 t2

p1 p2

P1={p1}
T1={t1}
I1=empty

P2={p2}
T2={t2}
I2=empty

O12={[t1,p2]}
O21={[t2,p1]}
(O12,O21)={[t1,p2],[t2,p1]}

O2={[t2,p2],[t1,p2]}

O1={[t1,p1],[t2,p1]}

CPN1 CPN2

図 6 connecting mapping (O12,O21)

図６のようにCPNが二つあり，O12 ⊆ Tθ1×P2 かつ O21 ⊆ Tθ2×P1のとき，(O12, O21)を connecting map-

pingと定義する。また，outbound transitionについて，tθ1 ∈ Tθ1 のとき，l(tθ1) = {p : p ∈ P2 and (∃f)(f ∈
O12 and f = [tθ1, p])}，また tθ2 ∈ Tθ2 のとき，l(tθ2) = {p : p ∈ P1 and (∃f)(f ∈ O21 and f = [tθ2, p])} と
表す。
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3.9 definition 9. 「connecting firing rule」の定義

Let CPN1, CPN2 be colored Petri nets. Assume P1∩P2 = ∅, T1∩T2 = ∅. A pair (ρ12, ρ21) is called

a connecting firing rule for CPN1, CPN2 when ρ12(tθ1, ·) is a mapping C(CS1,
∗tθ1) → C(CS1, l(tθ1)),

for all tθ1 ∈ Tθ1 and ρ21(tθ2, ·) is a mapping C(CS2,
∗tθ2) → C(CS2, l(tθ2)), for all tθ2 ∈ Tθ2.

二つの CPN である CPN1 と CPN2 があり，P1 ∩ P2 = ∅, T1 ∩ T2 = ∅ のとき，(ρ12, ρ21) を

connecting firing rule と定義する。ただし，すべての tθ1 ∈ Tθ1 に対して ρ12(tθ1, ·) is a mapping

C(CS1,
∗tθ1) → C(CS1, l(tθ1)) であり，またすべての tθ2 ∈ Tθ2 に対して ρ21(tθ2, ·) is a mapping

C(CS2,
∗tθ2) → C(CS2, l(tθ2))である。

3.10 definition 10. 「synthesis」の定義

Let CPN1, CPN2 be colored Petri nets. A colored Petri net SPN is called a synthesis of

CPN1, CPN2 if SPN = (P1 ∪P2, T1 ∪T2, I1 ∪ I2, O1 ∪O2 ∪O12 ∪O21, CS1 ∪CS2, ρ1 + ·ρ2 + ·ρ12 + ·ρ21),

where +· is a synthesis of mappings.

二つの CPNである CPN1と CPN2があり，SPN = (P1∪P2, T1∪T2, I1∪I2, O1∪O2∪O12∪O21, CS1∪
CS2, ρ1 + ·ρ2 + ·ρ12 + ·ρ21)のとき，SPNを CPN1と CPN2の synthesisと定義する。ここで，記号 +·は，
synthesis of mappingsである。

3.11 definition 11. 「a synthesis of {CPNα}α∈Γ」の定義

Let {CPNα}α∈Γ be a family of colored Petri nets. Assume Pα∩Pβ = ∅ and Tα∩Tβ = ∅, for all α 6= β.

Given Oαβ and ραβ , for all α 6= β, we call a colored Petri net SPN a synthesis of {CPNα}α∈Γ if SPN =

⊕α∈ΓCPNα. Here SPN = (∪αPα,∪αTα,∪αIα, (∪αOα) ∪ (∪αβOαβ),∪αCSα, (
∑⊕ρα) + ·(∑⊕ραβ), for

all α 6= β, provided (∃D)(ραβ(tα, D) 6= ∅ and pαβ′(tα, D) 6= ∅ ⇒ β = β′).
{CPNα}α∈Γ が CPNであり，すべての α 6= β に対して Oαβ and ραβ が与えられ，すべての α 6= β に対し

て Pα ∩ Pβ = ∅ かつ Tα ∩ Tβ = ∅であるとき，SPNを synthesis of {CPNα}α∈Γ と定義する。ただし，す

べての α 6= β に対して，SPN = (∪αPα,∪αTα,∪αIα, (∪αOα)∪ (∪αβOαβ),∪αCSα, (
∑⊕ρα) + ·(∑⊕ραβ)

である。また，(rhoαβ(tα, D) 6= ∅ かつ pαβ′(tα, D) 6= ∅ ⇒ β = β′)となる Dが存在する。

3.12 definition 12. 「cell Petri net」の定義

Let X = {CPNα}α∈Γ be a family of colored Petri nets and for CPNα ∈ X, let N(CPNα) = {CPNβ :

Oαβ(t) 6= ∅, for some t ∈ Tα, α 6= β}. We call a pair XPN = (X, N(·)) a cell Petri net.

図７において，CPNa，CPNbは CPNであるとする。Oab={[ta,pb]}が emptyではないとき，点線で囲

んだ部分 XPNをセルペトリネットと定義する。

4 終わりに

Mizarの手法により，colored Petri netsの synthesisという概念を用いて，セルペトリネットの形式化を

試みた。本形式化が完成すれば，セル同士が関係をもつシステムを用いたシミュレーションに応用することが
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ta tb

pa pb

CPNa CPNb

cell Petri net

Oab CPNa=(PTNa,CS,p)
PTN=(P,T,I,O)
Pa={pa}
Ta={Ta}
Ia=empty

Oa ={[ta,pa],[tb,pa]}

Oab={[ta,pb]}

図 7 cell Petri net

でき，有限な位相空間上での基本的なペトリネットのふるまいの研究がさらに深められるであろう。形式化の

完成に向け，さらに努力していきたいと考える。
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付録

アーチクルの形式化に利用させていただいたのは，Mizar Ver. 7.8.03 (Win32/FPC)である。その際の環

境部と definition4～12を以下に記載する (definition1～３までは本文中に記載)。

environ

vocabularies RELAT_1, NET_1, MCART_1, ARYTM_3, BOOLE, PETRI, OCPN, FUNCT_1,

FUNCT_2;

notations TARSKI, XBOOLE_0, ZFMISC_1, SUBSET_1, RELAT_1, RELSET_1, MCART_1,

DOMAIN_1, PETRI, FUNCT_1, FUNCT_2;

constructors RELSET_1, DOMAIN_1, MEMBERED, XBOOLE_0, PETRI, FUNCT_2;

registrations RELSET_1, SUBSET_1, XBOOLE_0, MEMBERED,

ZFMISC_1, NAT_1, FUNCT_2;

requirements SUBSET, BOOLE;

definitions TARSKI, XBOOLE_0,PETRI, FUNCT_2;

theorems RELSET_1, SUBSET_1, MCART_1, TARSKI, ZFMISC_1, RELAT_1, XBOOLE_0,

PETRI;

schemes DOMAIN_1;

begin

::::::::::::::::::::::

:: definition 4 ::::::

::::::::::::::::::::::

reserve PTN for PT_net_Str;

definition

struct Colored_PT_net_Str

(# PTN, CS -> set, q -> set #);

::>*305

end;

definition

let PTN be PT_net_Str;

let CS be non empty set;

mode firing_rule of PTN,CS -> Function means

for t being transition of PTN

holds {t}*’ <> {} implies it in Funcs( thin_cylinders(CS, *’{t}),

::> *103
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thin_cylinders(CS,{t}*’));

::> *103

correctness;

end;

::::::::::::::::::::::

:: definition 5 ::::::

::::::::::::::::::::::

reserve E for set;

reserve CPN for Colored_PT_net_Str;

definition

let E be non empty set;

let CPN;

e is a color count of CPN implies

::>,143,309

e equals f.:(CS,Nat) & E equals {e};

end;

::::::::::::::::::::::

:: definition 6 ::::::

::::::::::::::::::::::

reserve E,M for set;

reserve CPN for Colored_PT_net_Str;

definition

let M be non empty set;

let CPN;

m is a colored state of CPN implies

::>,143,309

m = f.:(P,E) & M = {m};

end;

::::::::::::::::::::::

:: definition 7 ::::::

::::::::::::::::::::::

reserve T,P for set;

reserve CPN for Colored_PT_net_Str;

definition
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let t be in T & P be in P &

::> *398

t*’ = {p : p in P & ex f st (f in [:T,P:] & f = [t,p])} &

t*’ <> {} implies

To = {t : t is an outbound transition of CPN};

end;

::::::::::::::::::::::

:: definition 8 ::::::

::::::::::::::::::::::

reserve CPN1,CPN2 for Colored_PT_net_Str;

reserve PTN1,PTN2 for PT_net_Str;

definition

let CPN1 be Colored_PT_net_Str,

CPN2 be Colored_PT_net_Str,

PTN1 be PT_net_Str,

PTN2 be PT_net_Str;

O12 c= [:To1,P2:] &

::>*143 *143,143

O21 c= [:To2,P1:] &

::>*143 *143,143

P1 /Y= P2 = {} &

T1 /Y= T2 = {} &

::>,143 *143

to1 in To1 implies

::>*143

[O12,O21] is f.:(CPN1,CPN2) &

::> *309

l.:(to1) is {p:pin P2 & ex f st f in O12 & f=[to1,p]} &

l.:(to2) is {p:pin P1 & ex f st f in O21 & f=[to2,p]};

end;

::::::::::::::::::::::

:: definition 9 ::::::

::::::::::::::::::::::

reserve CPN1,CPN2 for Colored_PT_net_Str;

reserve PTN1,PTN2 for PT_net_Str;
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definition

let CPN1 be Colored_PT_net_Str,

CPN2 be Colored_PT_net_Str,

PTN1 be PT_net_Str,

PTN2 be PT_net_Str;

for to1 holds to1 in To1 and q12 = f.:(C(CS1,*’to1),C(CS1,l.:(to1))) &

::> *131 *143*395

for to2 holds to2 in To2 and q21 = f.:(C(CS2,*’to2),C(CS",l.:(to2))) &

P1 /Y= P2 = {} &

T1 /Y= T2 = {} implies

[q12,q21] is f.:(CPN1,CPN2);

end;

::::::::::::::::::::::

:: definition 10::::::

::::::::::::::::::::::

reserve CPN1,CPN2,SPN for Colored_PT_net_Str;

reserve P1, P2, T1, T2 for set;

definition

let CPN1 be Colored_PT_net_Str = (P1, T1, I1, O1);

::> *330

let CPN2 be Colored_PT_net_Str = (P2, T2, I2, O2);

::> *330

let SPN be Colored_PT_net_Str;

SPN is synthesis of CPN1,CPN2 implies

::> *309

SPN = (P1 Y=/ P2, T1 Y=/ T2, I1 Y=/ I2, O1 Y=/ O2 Y=/ O12 Y=/ O21,

CS1 Y=/ CS2, q1*q2*q12*q21)

end;

::::::::::::::::::::::

:: definition 11::::::

::::::::::::::::::::::

reserve CPNa,CPNb,SPN for Colored_PT_net_Str;

reserve Pa, Pb, Ta, Tb for set;

definition
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let CPNb be Colored_PT_net_Str = (Pb, Tb, Ib, Ob);

::> *330

let SPN be Colored_PT_net_Str;

SPN is synthesis of CPNa,CPNb implies

::> *309

SPN = (Pa Y=/ Pb, Ta Y=/ Tb, Ia Y=/ Ib, Oa Y=/ Ob Y=/ Oab Y=/ Oba,

CSa Y=/ CSb, qa*qb*qab*qba) &

for a<>b ex D (qab <> {} & qab’ <> {} implies b = b’);

end;

::::::::::::::::::::::

:: definition 12::::::

::::::::::::::::::::::

reserve CPNa,CPNb for Colored_PT_net_Str;

reserve Pa, Pb, Ta, Tb, X for set;

definition

let X be {CPNa};

::> *398

CPNa in X implies

N.(CPNa) = {CPNb : Oab.t <> {}, t in Ta, a<>b} &

::>,143 *143,143 *372

a pair XPN = (X, N(CPNa)) means a cell Petri net;

end;

::>

::> 4: This inference is not accepted

::> 103: Unknown functor

::> 131: No reserved type for a variable, free in the default type

::> 143: No implicit qualification

::> 305: Selector symbol expected

::> 309: Mode symbol or attribute symbol expected

::> 330: Unexpected end of an item (perhaps ";" missing)

::> 372: "}" expected

::> 395: Justification expected

::> 398: Type expected
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